
Ëåêöèÿ 7.

2.8. Ïîñòðîåíèå áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë íîñÿò ðåêóðñèâíûé
õàðàêòåð. ×òîáû ïîñòðîèòü áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî, íóæíî ïîñòðîèòü
âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë. ×èñëî íóæíîãî ðàç-
ìåðà ïîÿâëÿåòñÿ â êîíöå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷ëåíû æå å¼ ïðèíàä-
ëåæàò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óìåíüøàþùèõñÿ ïðîìåæóòêîâ, ñ ïîñòðîåíèÿ
êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ àëãîðèòì. Ýòà êîíñòðóêöèÿ âìåñòå ñî âñåìè ïîÿñíå-
íèÿìè îáñóæäàåòñÿ â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå.

Ñíà÷àëà ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: Äëÿ êàæäîãî çàäàííîãî
íàòóðàëüíîãî N > 11 ïîñòðîèòü ïðîñòîå ÷èñëî Q, ëåæàùåå íà
ïðîìåæóòêå 2N−1 6 Q < 2N .

1. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà N 6 18 òðåáóåìîå ïðîñòîå ÷èñëî ìîæíî íàé-
òè íåïîñðåäñòâåííî. Íàïðèìåð, íà ïðîìåæóòêå îò 217 äî 218 èõ èìååòñÿ
10749 øòóê, è êàæäîå ñîñòàâíîå ÷èñëî ýòîãî ïðîìåæóòêà äåëèòñÿ íà
êàêîå íèáóäü ïðîñòîå p < 29 = 512. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà â
íóæíîì ìàëåíüêîì ïðîìåæóòêå (ïðàâûé êîíåö íå ïðåâîñõîäèò 218) ìîæ-
íî âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì ïðîáíûõ äåëåíèé, ñì. ïîäðàçäåë 2.10.1.

Äàëåå áóäåò íàéäåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë ak, bk, qk òàêèõ
÷òî

qk - ïðîñòûå, 2ak 6 qk < 2bk, ak = bk − 1, 1 6 k 6 m, bm = N.

Òîãäà Q = qm - èñêîìîå ïðîñòîå ÷èñëî.

2. Ïóñòü N - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðåâîñõîäÿùåå 18. Ïîñòðîèì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, íà÷èíàþùóþñÿ ñ N , â êîòîðîé çà ÷èñëîì `
ñëåäóåò ÷èñëî d `2e+1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óáûâàåò
ïðè ` > 4. Áîëåå òîãî, â íåé îáÿçàòåëüíî âñòðåòèòñÿ öåëîå ÷èñëî èç ïðî-
ìåæóòêà 11 6 ` 6 18. Êðîìå òîãî, íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ëþáîì
` > 19 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî d `2e+ 1 > 11.

Íàïðèìåð, äëÿ N = 1024 ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò âèä

N = 1024, 513, 258, 130, 66, 34, 18.

Èòàê,

ñ êàêîãî áû ÷èñëà N íè íà÷èíàëàñü óêàçàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,
îíà îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà 11 6
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x 6 18. Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ÷èñëà, ïåðåíóìåðóåì â îáðàòíîì ïîðÿäêå âñå
÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâàìè b1, b2, . . . , bm. Òîãäà 11 6 b1 6 18 è
bm = N . Äëÿ êàæäîãî èíäåêñà k, 1 6 k 6 m, ïîëîæèì ak = bk − 1.

3. Ïðîñòîå ÷èñëî q1 âûáèðàåòñÿ òàê, êàê ýòî óêàçàíî â ïóíêòå 1, âåäü
11 6 b1 6 18 è 2a1 < q1 < 2b1. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå b1 = 11 íà ðîëü q1
ìîæåò áûòü âçÿòî ëþáîå èç 137 ïðîñòûõ ÷èñåë, ëåæàùèõ íà îòðåçêå îò
1024 äî 2048, ñêàæåì 1933.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî k > 2 è ïðîñòîå ÷èñëî qk−1 óæå ïîñòðîåíî.
Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì

` = bk, q = qk−1. Òîãäà ak = `− 1, bk−1 = d`
2
e+ 1, ak−1 = d`

2
e.

×èñëî qk áóäåò ñòðîèòüñÿ ñ ïîìîùüþ Ñëåäñòâèÿ (2) èç òåîðåìû (7), ñì.
òàêæå àëãîðèòì (5). Ïðè ýòîì F = q, R = 2t, ãäå t - íåêîòîðîå íàòóðàëü-
íîå, îíî áóäåò âûáèðàòüñÿ ñ ïîìîùüþ èñïûòàíèé, è

c = 2tq + 1 = FR + 1. (2.25)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëî c ïîïàëî â íóæíûé èíòåðâàë, ò.å. 2`−1 < c < 2`,
íà ïàðàìåòð t íàêëàäûâàþòñÿ óñëîâèÿ

2`−1

2q
6 t 6

2` − 1

2q
. (2.26)

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòèõ îãðàíè÷åíèÿõ èìååì

c = 2tq + 1 > 2`−1 + 1 > 2`−1 = 2ak

è
c = 2tq + 1 < 2` = 2bk.

Ñòðîãîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî c íå÷¼òíî, à 2` ÷¼òíîå
÷èñëî. Íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë u <
v íà èíòåðâàëå u < t < v ëåæèò íå ìåíåå v − u − 1 öåëûõ ÷èñåë t.
Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (2.26) ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî öåëûõ
t, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî c ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó 2`−1 < t < 2` íå ìåíüøå,
÷åì 2`−

2q −1. Íàïðèìåð, ïðè b1 = 11, ` = b2 = 19 è q = 1933 íà ïðîìåæóòêå

218 < c < 219 èìååòñÿ 10 ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 2tq + 1. Ñàìûå ìàëåíüêèå
èç íèõ ñîîòâåòñòâóþò ÷èñëàì t = 65, 72, 75, 77, 81. Ïðè t = 77 èìååì
c = 297683.

4. Êàê ïðàâèëî, ñòðîÿùèåñÿ áîëüøèå ïðîñòûå ÷èñëà äîëæíû èìåòü
ñëó÷àéíûé õàðàêòåð. Ïîýòîìó íà èíòåðâàëå îò 2`−1 äî 2` âûáèðàåòñÿ
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ñëó÷àéíîå ÷èñëî x, à çàòåì îò íåãî íà÷àíàåòñÿ îòñ÷¼ò ÷èñåë t, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ÷èñëà c ïðîâåðÿþòñÿ íà ïðîñòîòó. Êàê òîëüêî ïîïàä¼òñÿ
ïðîñòîå c, îíî âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî qk. Åñëè ïðè
î÷åðåäíîì t ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî c âûéäåò çà âåðõíèé ïðåäåë çàäàí-
íîãî ïðîìåæóòêà, ñëåäóþùåå çíà÷åíèå t ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì íàèìåíü-
øåìó âîçìîæíîìó çíà÷åíèþ è âû÷èñëåíèÿ ïðîäîëæàþòñÿ.

Âûáåðåì ïñåâäîñëó÷àéíîå öåëîå ÷èñëî x íà ïðîìåæóòêå 2`−1 6 x <
2` è ïîëîæèì t = d x2qe. Îïðåäåëèì òàêæå ÷èñëî c ðàâåíñòâîì (2.25).

Èç íåðàâåíñòâà x > 2`−1 ñëåäóåò (2.25).

5. Åñëè t îêàçàëîñü íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî

2tq + 1 > 2`,

òî ïîëàãàåì t = d2`−1

2q e. Åñëè ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 2 ïðè F = q è
R = 2t âûáèðàÿ ïñåâäîñëó÷àéíûå ÷èñëà b íà ïðîìåæóòêå îò 2 äî c− 2,
óäà¼òñÿ äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî c ïðîñòîå, òî âûáèðàåì qk = c. Äëÿ òîãî,
÷òîáû ñ ïîìîùüþ ñëåäñòâèÿ 2 ìîæíî áûëî äîêàçàòü ïðîñòîòó ÷èñëà
c, ïàðàìåòðû R è F äîëæíû áûòü ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì R 6 4F + 2,
êîòîðîå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå t 6 2q + 1. Èñïîëüçóÿ ãðàíèöû
äëÿ t è q, íàõîäèì

q2 > 22d
`
2e > 2` > 2qt è t <

1

2
q < 2q + 1,

òàê ÷òî ñëåäñòâèå 2 ïðèìåíèìî.
Åñëè k = m, àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó. Â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå óâåëè÷èâàåì k íà åäèíèöó è ïåðåõîäèì â ïóíêò 3 ê ñëåäóþùåìó
ïðîìåæóòêó [ak, bk).

6. Åñëè æå c îêàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì, òî ïàðàìåòð t óâåëè÷èâàåòñÿ
íà 1 è àëãîðèòì ïåðåõîäèò â ïóíêò 5.

Ñëåäóþùèé äàëåå àëãîðèòì, ïî çàäàííûì ÷èñëàì L è N ñòðîèò ïàðû
ïðîñòûõ ÷èñåë P,Q ñ óñëîâèÿìè

Q|(P − 1), 2L−1 6 P < 2L, 2N−1 6 Q < 2N .

Ìû îãðàíè÷èìñÿ çäåñü òîëüêî ôîðìàëüíûì îïèñàíèåì åãî îñíîâíûõ ìî-
ìåíòîâ.

Àëãîðèòì 7. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà L è N,L > N .
Ïîñòðîèòü "ñëó÷àéíûå"ïðîñòûå ÷èñëà P,Q áèòîâîé äëèíû L è N

ñ óñëîâèåì Q|(P − 1).
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1. Ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî âûøå àëãîðèòìà ïîñòðîèòü "ñëó÷àéíîå"
ïðîñòîå ÷èñëî Q ñ äëèíîé çàïèñè N áèòîâ.

2. Ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë pk, ñâÿçàííûõ ñî-
îòíîøåíèÿìè

pk = 2tQpk−1 + 1, 1, . . . ,m, 2L−1 6 pm < 2L.

Äëÿ ïðîâåðêè íà ïðîñòîòó ÷èñåë c = 2tQpk−1 + 1 èñïîëüçîâàòü ñëåä-
ñòâèå 2 ñ ïàðàìåòðàìè F = pk−1, R = 2tQ.

3. Ïîëîæèòü P = pm.

2.9. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè è äèñêðåòíîå ëîãàðèôìè-

ðîâàíèå.

Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷¼òíîå ÷èñëî. Ìíîæåñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ öåëûõ
÷èñåë ïî ìîäóëþ p ñîñòàâëÿåò ïîëå Fp, à íåíóëåâûå ýëåìåíòû ýòîãî ïîëÿ
îáðàçóþò öèêëè÷åñêóþ ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó ïîðÿäêà p − 1. Ñî-
ãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå ap−1 ≡ 1 (mod p).
Íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî d ñ óñëîâèåì ad ≡ 1 (mod m) íàçûâà-
åòñÿ ïîêàçàòåëåì ÷èñëà a ïî ìîäóëþ p. Íàïðèìåð, ïîêàçàòåëü ÷èñëà 1
ïî ìîäóëþ p ðàâåí 1, à ïîêàçàòåëü −1 ïî íå÷¼òíîìó ìîäóëþ p ðàâåí 2.
Öåëîå ÷èñëî a, íå äåëÿùååñÿ íà p, íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì
ïî ìîäóëþ p, åñëè åãî ïîêàçàòåëü ðàâåí p − 1. Íàïðèìåð, ïîêàçàòåëü
÷èñëà 5 ïî ìîäóëþ 23 ðàâåí 22. Ìû ïðîâåðèì ýòî ïîçæå. ×èñëî 5 åñòü
ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 23. Åãî êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 23
ïîðîæäàåò ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó âñåõ íåíóëåâûõ êëàññîâ âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ 23.

Â 1801 ãîäó Ê.Ô. Ãàóññ îïóáëèêîâàë äâà äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé
òåîðåìû.

Òåîðåìà 8. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî íå÷åòíîãî ÷èñëà p ñóùåñòâóþò
ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëþ p. Êîëè÷åñòâî íå ñðàâíèìûõ äðóã ñ
äðóãîì ïî ìîäóëþ p ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ðàâíî ϕ(p − 1), ãäå ϕ(n) �
ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé óäîáíî ïîëü-
çîâàòüñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.

Òåîðåìà 9. Öåëîå ÷èñëî g, íå äåëÿùååñÿ íà ïðîñòîå íå÷åòíîå p, áóäåò
ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè
äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà q, äåëÿùåãî p− 1, âûïîëíÿåòñÿ

g
p−1
q 6≡ 1 (mod p).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì áóêâîé d ïîêàçàòåëü ÷èñëà g ïî ìîäóëþ p.
Ðàçäåëèâ p− 1 íà d ñ îñòàòêîì, ïîëó÷èì

p− 1 = d · u+ v, 0 6 v < d.

Íåðàâåíñòâî v>0 â ñèëó ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà è ñðàâíåíèé

1 ≡ gp−1 = (gd)u · gv ≡ gv (mod p)

ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ d. Çíà÷èò v = 0 è d|(p − 1). Åñëè d < p − 1,

òî íàéäåòñÿ òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî q, ÷òî d|p−1q . Íî òîãäà g
p−1
q = (gd)

p−1
qd ≡ 1

(mod p), âîïðåêè óñëîâèþ. Çíà÷èò, d = p − 1, è ýòî çàâåðøàåò äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû.

Åñëè èçâåñòíû âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñëà p − 1, òî ïðîâåðêà óñëî-
âèé òåîðåìû 9 âûïîëíÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà,
èçëîæåííîãî â ïàðàãðàôå 2.3.

Ñïðàâåäëèâû ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ 23

511 = 5 · 255 ≡ 5 · 25 ≡ −1 (mod 23)

è 52 ≡ 2 (mod 23). Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 9 ê ïðîñòîìó ÷èñëó p = 23 è c = 5,
çàêëþ÷àåì, ÷òî 5 åñòü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 23.

Ìíîæåñòâî ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïðè çàäàííîì p äîñòàòî÷íî âåëèêî,
ïîýòîìó âûáèðàÿ ÷èñëà g ñëó÷àéíûì îáðàçîì íà ïðîìåæóòêå 0 < g <

p, ìîæíî ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ïîïàñòü íà ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü è
äîêàçàòü ýòî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 9.

Åñëè g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p, òî ÷èñëà

1, g, g2, . . . , gp−2 (2.27)

èìåþò ðàçíûå íàèìåíüøèå íåîòðèöàòåëüíûå îñòàòêè. Äåéñòâèòåëüíî, åñ-
ëè áû íàøëèñü öåëûå ÷èñëà 0 6 u < v 6 p−2, äëÿ êîòîðûõ gu è gv èìåþò
îäèíàêîâûå îñòàòêè, òî gu ≡ gv (mod p). Â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷è-
ñåë g è p ìû ïîëó÷èëè áû

1 ≡ gv−u (mod p).

Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê 0 < v−u < p−1, à ïîêàçàòåëü g ðàâåí p−1.
Ìíîæåñòâî (2.27) ñîñòîèò èç p−1 ÷èñåë. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî öåëîãî

÷èñëà a, íå äåëÿùåãîñÿ íà p, íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå öåëîå k, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óñëîâèÿì

a ≡ gk (mod p), 0 6 k < p− 1. (2.28)
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×èñëî k íàçûâàþò èíäåêñîì a ïî ìîäóëþ p ïðè îñíîâàíèè g. Ýòî îïðå-
äåëåíèå è ôîðìóëèðóåìûå íèæå ñâîéñòâà èíäåêñîâ íàïîìèíàþò ñâîé-
ñòâà îáû÷íûõ ëîãàðèôìîâ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Ïîýòîìó èíîãäà â ñî-
âðåìåííîé ëèòåðàòóðå èíäåêñû íàçûâàþò äèñêðåòíûìè ëîãàðèôìàìè, à
ïðîöåññ èõ íàõîæäåíèÿ � äèñêðåòíûì ëîãàðèôìèðîâàíèåì. Èñïîëüçóþò-
ñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèÿ indg a, Logga. Óêàçàíèå íà ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü
èíîãäà îïóñêàåòñÿ. Èòàê, èìååì

a ≡ gindg a (mod p), 0 6 indg a < p− 1. (2.29)

Ñâîéñòâà èíäåêñîâ îïèñûâàåò ñëåäóþùèå ïðîñòûå óòâåðæäåíèÿ.
1. Åñëè öåëûå ÷èñëà a, b íå äåëÿòñÿ íà p, òî

indg ab ≡ indg a+ indg b (mod p− 1).

2. Åñëè a, b � ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ìîäóëþ p, òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà c,
íå äåëÿùåãîñÿ íà p, âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

indb c ≡ indb a · inda c (mod p− 1).

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü çàäà÷ó äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïî ïðî-
ñòîìó íå÷åòíîìó ìîäóëþ.

Äàíî ïðîñòîå ÷èñëî p. Äëÿ çàäàííûõ ÷èñåë a, b ∈ Z, íå äåëÿùèõñÿ íà
p, òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñðàâíåíèå

bx ≡ a (mod p). (2.30)

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è î÷åíü òðóäîåìêî â âû÷èñëèòåëüíîì îòíîøåíèè.
Íå ñëó÷àéíî â êîíöå ïðàêòè÷åñêè âñåõ ó÷åáíèêîâ ïî ýëåìåíòàðíîé òåî-
ðèè ÷èñåë ïðèâîäÿòñÿ òàáëèöû èíäåêñîâ (äèñêðåòíûõ ëîãàðèôìîâ).

Ëó÷øèå èç èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ ïî
ïðîñòîìó ìîäóëþ p, èñïîëüçóþùèå âû÷èñëåíèÿ â ïîëÿõ àëãåáðàè÷åñêèõ
÷èñåë, òðåáóþò O(e2(ln p)

1/3(ln ln p)2/3) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Âïðî÷åì,
ýòà îöåíêà óñëîâíà, èáî îïèðàåòñÿ íà ðÿä íåäîêàçàííûõ, íî âåñüìà ïðàâ-
äîïîäîáíûõ ãèïîòåç òåîðèè ÷èñåë.

Ðåêîðäíûé ïî âåëè÷èíå ïðîñòîãî ÷èñëà p ðåçóëüòàò â çàäà÷å äèñêðåò-
íîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ áûë óñòàíîâëåí â 2016 ãîäó. Ãðóïïå åâðîïåéñêèõ
ìàòåìàòèêîâ è ïðîãðàììèñòîâ óäàëîñü ñîñ÷èòàòü äèñêðåòíûé ëîãàðèôì
ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà, çàïèñûâàåìîãî 232 äåñÿòè÷íûìè öèôðàìè
(768 áèòàìè). Ïðèìåí¼ííûé èìè àëãîðèòì òðåáóåò äîñòàòî÷íî ãëóáîêèõ
ïîçíàíèé â òåîðèè àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, è ìû åãî çäåñü íå îáúÿñíÿåì.

Èçëàãàåìûé çäåñü ìåòîä ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (2.30) òðåáóåò O(p1/2 ln p)
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Îí áûë ïðèäóìàí â 1962ã. À.Î.Ãåëüôîíäîì è
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â ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå íàçûâåòñÿ "ìåòîä ñîãëàñîâàíèÿ". Àíàëîãè÷-
íûé ìåòîä áûë ïðåäëîæåí â 1971ã. Ä.Øåíêñîì. Åãî àíãëèéñêîå íàçâàíèå
ìîæåò áûòü ïåðåâåäåíî êàê "ìåòîä áîëüøèõ è ìàëûõ øàãîâ".

Ëåììà 1. Ïóñòü p � ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî è ïóñòü H = [
√
p] + 1.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà d, 1 6 d < p, íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà
u, v, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

1 6 u, v 6 H, Hu− v = d.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

u =

[
d

H

]
+ 1, v = Hu− d.

Òîãäà
d

H
< u 6

d

H
+ 1,

îòêóäà âèäèì, ÷òî, âî�ïåðâûõ,

0 < u <
p
√
p

+ 1 =
√
p+ 1,

à âî�âòîðûõ, 0 < Hu− d 6 H. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ÷èñëà
u è v öåëûå.

Àëãîðèòì 8 (Àëãîðèòì Ãåëüôîíäà). Äàííûå: Ïðîñòîå ÷èñëî p > 3,
ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü g ïî ìîäóëþ p, ÷èñëî b ∈ Z, p - b.
Íàéòè: Ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ gx ≡ b.
1. Âû÷èñëèòü H = [

√
p] + 1.

2. Ïîëîæèòü c ≡ gH mod p, 1 6 c < p.
3. Ñîñòàâèòü äâà íàáîðà ÷èñåë

S1 = {cu mod p : 1 6 u 6 H}, S2 = {bgv mod p : 1 6 v 6 H}.

4. Óïîðÿäî÷èòü ïî âîçðàñòàíèþ îáà íàáîðà S1 è S2. Íàéòè ñîâïàâøèå
ýëåìåíòû ýòèõ íàáîðîâ, òî åñòü òàêèå ÷èñëà u, v, äëÿ êîòîðûõ

cu ≡ bgv (mod p). (2.31)

5. Ïîëîæèòü
indg b = Hu− v. (2.32)

Ðåøåíèå çàäàííîãî ñðàâíåíèÿ èìååò âèä x ≡ indg b (mod p− 1).
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Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ S1 è S2 íå ïóñòî, òàê êàê ñðàâíåíèå (2.31) ðàâ-
íîñèëüíî ïðåäñòàâëåíèþ (2.32), à ïîñëåäíåå, ñîãëàñíî ëåììå 1, ñóùåñòâó-
åò âñåãäà.

Âû÷èñëåíèÿ â ïóíêòàõ 1 è 2 òðåáóþò O(ln p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïå-
ðàöèé. Âû÷èñëåíèÿ â ïóíêòå 3 òðåáóþò O(H ln p) = O(

√
p ln p) àðèô-

ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Äëÿ óïîðÿäî÷åíèÿ êàæäîãî èç ìíîæåñòâ S1, S2

íóæíî O(H lnH) = O(
√
p ln p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ â óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâàõ S1, S2 íóæíî
O(H) = O(

√
p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Îáùåå æå êîëè÷åñòâî îïåðà-

öèé â àëãîðèòìå Ãåëüôîíäà ðàâíî O(
√
p ln p).

Ïðèìåð. Ðåøèòü ñðàâíåíèå

2x ≡ 23 (mod 37). (2.33)

Ðåøåíèå. Òàê êàê 36 = 22 · 32 è

218 ≡ −1 6≡ 1 (mod 37), 212 ≡ 26 6≡ 1 (mod 37),

òî 2 - ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 37 è, çíà÷èò äàííîå ñðàâíåíèå
ðàçðåøèìî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì âû÷èñëÿåìH = [

√
37]+1 = 7 è

c = 27 ≡ 17 (mod 37). Ìíîæåñòâà S1 è S2 ñîñòîÿò èç ÷èñåë c
n (mod 37),

è b · an (mod 37) ïðè n = 1, 2, . . . , 7, ò.å.

S1 = {17, 30, 29, 12, 19, 27, 15}, S2 = {9, 18, 36, 35, 33, 29, 21}.

Ýòè äâà ìíîæåñòâà èìåþò îáùèé ýëåìåíò 29, êîòîðûé ñòîèò íà u = 3
ìåñòå â ïåðâîì ìíîæåñòâå è íà v = 6 ìåñòå âî âòîðîì ìíîæåñòâå. Òàêèì
îáðàçîì, ind2 23 = 7 · 3 − 6 = 15, à ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ (2.33) èìååò âèä
x ≡ 15 (mod 37).

Åñëè â ñðàâíåíèè (2.30) ÷èñëî b íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì
ïî ìîäóëþ p, òî ýòî ñðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ðàâíîñèëüíîì âèäå

x · indg b ≡ indg a (mod p− 1). (2.34)

Èíäåêñû ÷èñåë a, b ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Ãåëüôîíäà.
Ïîñëå ýòîãî ìîæíî ðåøèòü ëèíåéíîå ñðàâíåíèå (2.34), ñì. ïàðàãðàô ??.
Âñå íàéäåííûå ÷èñëà x ñîñòàâÿò ðåøåíèÿ (2.30). Åñëè ñðàâíåíèå (2.34)
íå èìååò ðåøåíèé, òî íå áóäåò èõ èìåòü è ñðàâíåíèå (2.30).

Àëãîðèòì Ãåëüôîíäà, êîíå÷íî, áûñòðåå ïîëíîãî ïåðåáîðà, íî îí ðàáî-
òàåò íåäîïóñòèìî ìåäëåííî, ÷òîáû ðåøàòü çàäà÷ó äèñêðåòíîãî ëîãàðèô-
ìèðîâàíèÿ äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë ðàçìåðîì â 250 äåñÿòè÷íûõ öèôð.

Êîíåö ñåäüìîé ëåêöèè.
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Ëåêöèÿ 8.

2.10. Çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë íà ìíîæèòåëè.

Â ýòîé ãëàâå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ïðîñòåéøèå ìåòîäû ðàçëîæåíèÿ
öåëûõ ÷èñåë íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè, ò.å. ìåòîäû ïîèñêà äëÿ çàäàííîãî
öåëîãî N > 1 ïðîñòûõ ÷èñåë p1, . . . , pr òàêèõ, ÷òî

N = pk11 · · · pkrr , kj > 1, kj ∈ Z.

Ïðè ýòîì áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî ðàçëàãàåìîå ÷èñëî N ñîñòàâíîå, â
÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ òåñòîâ èç ïàðàãðàôà 2.5.

Äîñòàòî÷íî óìåòü ðåøàòü áîëåå ïðîñòóþ çàäà÷ó î ðàçëîæåíèè öåëîãî
÷èñëà íà äâà ìåíüøèõ ìíîæèòåëÿ, ò.å. çàäà÷ó î ðåøåíèè â öåëûõ ÷èñëàõ
a > 1, b > 1 óðàâíåíèÿ N = ab. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå âûïîë-
íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà a < N, b < N , ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâà ìåíüøèõ
ìíîæèòåëÿ êàæäîå èç ÷èñåë a, b, è ïðîäîëæàòü äàëåå ýòó ïðîöåäóðó, ïîêà
òàêîå ðàçëîæåíèå áóäåò âîçìîæíûì, ò.å. äî òåõ ïîð, ïîêà âñå ñîìíîæè-
òåëè íå ñòàíóò ïðîñòûìè.

Ñóùåñòâóþùèå àëãîðèòìû ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë íà ìíîæèòåëè ìîãóò
áûòü ðàñïðåäåëåíû íà ãðóïïû â çàâèñèìîñòè îò êîëè÷åñòâà àðèôìåòè-
÷åñêèõ îïåðàöèé, êîòîðûå àëãîðèòì òðåáóåò äëÿ ñâîåé ðàáîòû.

1) Ýêñïîíåíöèàëüíûå àëãîðèòìû èñïîëüçóþò O(N c) àðèôìåòè÷åñêèõ
îïåðàöèé. Çäåñü c � ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

2) Ñóáýêñïîíåíöèàëüíûå àëãîðèòìû òðåáóþò O(ec(lnN)α(ln lnN)β) àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Çäåñü α, β, c � ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, α +
β = 1. Çàìåòèì, ÷òî ïðè α = 1, ò.å. β = 0, îöåíêà ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé
ñëîæíîñòè ýêñïîíåíöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ.

Äëÿ íàèáîëåå áûñòðîãî èç ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ àëãîðèòìîâ, òàê íà-
çûâàåìîãî ìåòîäà ðåøåòà ÷èñëîâîãî ïîëÿ, èëè ìåòîäà ïðîñåèâàíèÿ â
÷èñëîâûõ ïîëÿõ èìååì α = 1

3 , β = 2
3 .

Àëãîðèòìû ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè, α = 0, β = 1, äëÿ çàäà÷è
ôàêòîðèçàöèè íå èçâåñòíû, è âåñüìà âåðîÿòíî, ÷òî èõ íå ñóùåñòâóåò.

Äåÿòåëüíîñòü ïî ðàçëîæåíèþ ÷èñåë íà ìíîæèòåëè ñî÷åòàåò â ñåáå ÷åð-
òû èíæåíåðíîé íàóêè, ïîñêîëüêó âî ìíîãîì îïèðàåòñÿ íà äîïóùåíèÿ,
îñíîâàííûå íà îïûòå è íå èìåþùèå òåîðåòè÷åñêèõ îáîñíîâàíèé, à ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû îíà ñðîäíè èñêóññòâó, òàê êàê çà÷àñòóþ ïðîäîëæèòåëüíîñòü
ðàáîòû àëãîðèòìà è ðåçóëüòàò çàâèñÿò îò óäà÷íîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ.
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2.10.1. Àëãîðèòì ïðîáíûõ äåëåíèé.

Ïóñòü d1 < d2 < . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùàÿ
âñå ïðîñòûå ÷èñëà. Àëãîðèòì ïðîáíûõ äåëåíèé ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëü-
íîì äåëåíèè N íà ÷èñëà d1, d2, . . ., íå ïðåâîñõîäÿùèå

√
N . Åñëè N ñî-

ñòàâíîå ÷èñëî, òî îíî èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü p 6
√
N è ïîòîìó áóäåò

ðàçëîæåíî íà ìíîæèòåëè.
Ýòîò àëãîðèòì ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ ïðîñòûõ äå-

ëèòåëåé ÷èñëà N , íå ïðåâîñõîäÿùèõ íåêîòîðîé çàäàííîé ãðàíèöû B.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü di ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ ÷èñåë.

Íî â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèì àëãîðèòì, ñòðîÿùèé âñå ïðîñòûå ÷èñëà äî
çàäàííîé ãðàíèöû. Èíîãäà áûâàåò ïðîùå èñïîëüçîâàòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, ñîäåðæàùèå è ñîñòàâíûå ÷èñëà, íî ìåíåå ñëîæíûå â ðåàëèçàöèè.
Ïðèìåð 1. Êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî p > 6 óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç

äâóõ ñðàâíåíèé p ≡ 1 (mod 6) èëè p ≡ 5 (mod 6). Ïîýòîìó ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, . . .

ñîäåðæàùàÿ âñå ÷èñëà âèäà 6n ± 1, n ∈ N, âêëþ÷àåò â ñåáÿ è âñå ïðî-
ñòûå ÷èñëà. Íî íå òîëüêî èõ. Íàïðèìåð, îíà ñîäåðæèò 25 è 91, è ìíîãèå
äðóãèå ñîñòàâíûå ÷èñëà. Íî ïðîñòîå ïðàâèëî ïîðîæäåíèÿ ýòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè îáëåã÷àåò ïîèñê äåëèòåëåé N :

d1 = 2, d2 = 3, d3 = 5, d2k = d2k−1 + 2, d2k+1 = d2k + 4, k > 2.

Ïðè òàêîì âûáîðå di àëãîðèòì âîîáùå ãîâîðÿ òðåáóåò O(N 1/2) àðèô-
ìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è O(1) ïàìÿòè. Êîíå÷íî, îí î÷åíü ìåäëåííûé, íî
ïîçâîëÿåò áûñòðî îòñåèâàòü ñîñòàâíûå ÷èñëà, èìåþùèå ìàëûå ïðîñòûå
äåëèòåëè.
Ïðèìåð 2. Â êà÷åñòâå ìîäóëÿ â ñðàâíåíèÿõ âìåñòî 6 ìîæíî âçÿòü

÷èñëî m = 2 · 3 · 5 = 30. Âñå ïðîñòûå ÷èñëà p > 5 áóäóò ñîäåð-
æàòüñÿ â âîñüìè ïðîãðåññèÿõ ñ ðàçíîñòüþ 30, íà÷èíàþùèõñÿ ñ ÷èñåë
1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, ò.å.

30k+ 7, 30k+ 11, 30k+ 13, 30k+ 17, 30k+ 19, 30k+ 23, 30k+ 29, 30k+ 31.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü di ïîðîæäàåòñÿ ôîðìóëàìè

d1 = 2, d2 = 3, d3 = 5, d8k+4 = d8k+3 + 2,

d8k+5 = d8k+4 + 4, d8k+6 = d8k+5 + 2,

d8k+7 = d8k+6 + 4, d8k+8 = d8k+7 + 2,

d8k+9 = d8k+8 + 4, d8k+10 = d8k+9 + 6,

d8k+11 = d8k+10 + 2, d8k+12 = d8k+11 + 6, k > 0.
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Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {di} áóäåò ñîäåðæàòü ìåíüøóþ
äîëþ ñîñòàâíûõ ÷èñåë. Åñëèm =

∏
p6r p, òî êîëè÷åñòâî àðèôìåòè÷åñêèõ

ïðîãðåññèé, ñîñòàâëÿþùèõ ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâíî ϕ(m), à äîëÿ

÷èñåë èç {di} â íàòóðàëüíîì ðÿäå åñòü
ϕ(m)

m
=
∏

p6r

(
1− 1

p

)
. Ïðè m =

6 îíà ðàâíà
1

3
, à ïðè m = 30 èìååì 1

4 .

2.10.2. ρ � ìåòîä Ïîëëàðäà.

Ïóñòü f(x) � "äîñòàòî÷íî ñëó÷àéíûé"ìíîãî÷ëåí. Âûáåðåì "ñëó÷àé-
íî" x1 ∈ Z, 1 < x1 < N, è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xk+1 ≡ f(xk) (mod N), 0 6 xk+1 < N, k > 1, (2.35)

Òàê êàê êîëè÷åñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ N íå ïðåâîñõîäèò N ,
òî ñóùåñòâóþò òàêèå èíäåêñû i, j, 0 6 i, j < N , ÷òî xi ≡ xj (mod N)
è çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk (mod N) çàöèêëèâàåòñÿ. Ïåðèîä ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå âñåãäà íà÷èíàåòñÿ ñ ñàìîãî íà÷àëà, îíà ìîæåò
èìåòü ïðåäïåðèîäè÷åñêóþ ÷àñòü. Ñèìâîëè÷åñêè òàêóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå ãðå÷åñêîé áóêâû ρ. Ïîäõîäÿùàÿ ñíèçó
íîæêà ýòîé áóêâû ñîîòâåòñòâóåò ïðåäïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, îíà ïåðåõîäèò â çàìêíóòóþ ïåòëþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðèî-
äè÷åñêîé ÷àñòè. Ýòà àíàëîãèÿ è äàëà íàçâàíèå àëãîðèòìó.

Ïîëëàðä îáíàðóæèë, ÷òî äëÿ ïðîñòûõ p, êàê ïðàâèëî, äëèíà ïåðèîäà
è ïðåäïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xk+1 ≡ f(xk) (mod p), k > 1,

îãðàíè÷åíû ñâåðõó âåëè÷èíîé c
√
p, ãäå c � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà.

Èäåÿ àëãîðèòìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü
íàèáîëüøèå îáùèå äåëèòåëè (x2i−xi, N), i = 1, 2, 3, . . .. Åñëè p � ïðîñòîé
äåëèòåëü N , ` � äëèíà ïåðèîäà è a � äëèíà ïðåäïåðèîäè÷åñêîé ÷àñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk+1 ≡ f(xk) (mod p), òî äëÿ íîìåðà i, óäîâëåòâî-
ðÿþùåãî óñëîâèÿì

i > a, `|i, (2.36)

÷èñëà xi è xi+` ñðàâíèìû äðóã ñ äðóãîì ïî ìîäóëþ p. Ìû íå çíàåì ÷èñåë
`, i, íî çíàåì, ÷òî ðàçíîñòü 2i − i = i äåëèòñÿ íà `, ïîýòîìó x2i ≡ xi
(mod p), òàê ÷òî (x2i−xi, N) > 1. ßñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî i, óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèÿì (2.36) è íåðàâåíñòâó i 6 a + ` = O(

√
p). Êîíå÷íî,

ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî N |x2i− xi. Òîãäà íóæíî âûáèðàòü èíîå íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå x1.
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Åñëè p � íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü N , òî p 6 N 1/2, òàê ÷òî
i = O(N 1/4).

Â ñëåäóþùåì íèæå àëãîðèòìå âû÷èñëÿþòñÿ ïàðû {xi, x2i}, i > 1. Äëÿ
íàõîæäåíèÿ ñëåäóþùåé ïàðû {xi+1, x2i+2} íóæíî âû÷èñëèòü

xi+1 ≡ f(xi)(modN), x2i+1 ≡ f(x2i)(modN),

x2i+2 ≡ f(x2i+1)(modN),

ò.å. âûïîëíèòü O(1) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Àëãîðèòì 9. Äàíî: ñîñòàâíîå ÷èñëî N . Íàéòè: íåòðèâèàëüíûé äåëè-
òåëü N .

1. Âûáðàòü ñëó÷àéíî x1 ∈ Z, 1 < x1 < N , è ïîëîæèòü

x = f(x1) (mod N), y = f(x) (mod N).

2. Âû÷èñëèòü d = (y − x,N). Åñëè 1 < d < N àëãîðèòì îñòàíàâëèâà-
åòñÿ, íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü d ÷èñëà N íàéäåí.

3. Åñëè d = N , ïåðåéòè â ï. 1.
4. Ïîëîæèòü

x = f(x) (mod N), z = f(y) (mod N), y = f(z) (mod N)

è ïåðåéòè â ïóíêò 2 àëãîðèòìà.

Åñëè âñå óäà÷íî ñëîæèòñÿ, òî íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü ÷èñëà N áó-
äåò íàéäåí çà O(p1/2) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, ãäå p � íàèìåíüøèé
ïðîñòîé äåëèòåëü N , ò.å. çà O(N 1/4) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Â ñèëó îöåíêè ñëîæíîñòè O(p1/2) àëãîðèòì óäîáåí äëÿ íàõîæäåíèÿ
íå î÷åíü áîëüøèõ äåëèòåëåé p ÷èñëà N , åñëè îíè åñòü.

Â êà÷åñòâå f(x) îáû÷íî âûáèðàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû âèäà x2 + a. Íàïðè-
ìåð, ìîæíî âçÿòü f(x) = x2 + 1 èëè f(x) = x2 − 1. Â òî æå âðåìÿ
âûáîð f(x) = x2 − 2 è x1 = 2 íå î÷åíü óäà÷åí, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xk èìååò ïåðèîä 1.

Ïðèâåäåì òåïåðü íåêîòîðûå ïðàâäîïîäîáíûå ñîîáðàæåíèÿ â ïîëüçó
òîãî, ÷òî äëèíà ïåðèîäà è ïðåäïåðèîäè÷åñêàÿ ÷àñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
xk+1 ≡ f(xk) (mod p) îöåíèâàþòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé O(p1/2).

2.10.3. Ïàðàäîêñ äíåé ðîæäåíèÿ.

Ïóñòü R - ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç r ýëåìåíòîâ. Èç ïðèíöèïà ÿùèêîâ
Äèðèõëå ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè z1, z2, . . . zr+1, zi ∈ R,
îáÿçàòåëüíî íàéäóòñÿ äâà îäèíàêîâûõ ýëåìåíòà. Íî ìîæíî ïðîâåðèòü,
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÷òî âûáèðàÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ìíîæåñòâî z1, z2, . . . , zm ñ òåìè æå óñëî-
âèÿìè íà zi ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì, íî âñ¼ æå ñóùåñòâåííî ìåíüøåì r
çíà÷åíèè m, ìîæíî ñ âåðîÿòíîñòüþ, áîëüøåé 1

2 ïîïàñòü íà íàáîð, èìå-
þùèé äâà îäèíàêîâûõ ýëåìåíòà. Ýòîò êàæóùèéñÿ ïàðàäîêñ íîñèò íà-
çâàíèå "ïàðàäîêñ äíåé ðîæäåíèÿ" ïî ïðè÷èíå, î êîòîðîé ìû ðàññêàæåì
íåìíîãî ïîçæå, à ñåé÷àñ äîêàæåì, ïðè íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ ïðåäïî-
ëîæåíèÿõ, óêàçàííóþ îöåíêó íà âåðîÿòíîñòü "õîðîøåé" âûáîðêè.

Áóäåì âûáèðàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì íàáîðû

z = {z1, . . . , zm}, zi ∈ R, (2.37)

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå îíè ðàâíîâåðîÿòíû. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
âûáðàííàÿ òàêèì îáðàçîì ñîâîêóïíîñòü z1, z2, . . . , zm, ñîäåðæèò ïî êðàé-
íåé ìåðå äâà îäèíàêîâûõ ýëåìåíòà?

Êàæäîå çíà÷åíèå zi ìîæåò ðàâíÿòüñÿ îäíîìó èç r ýëåìåíòîâ ìíî-
æåñòâà R. Çíà÷èò êîëè÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà (2.40) ðàâíî
rm. Ñêîëüêî æå ñðåäè íèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ðàçëè÷íûìè ýëåìåí-
òàìè. Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íà ïåðâîì ìå-
ñòå ìîæåò ñòîÿòü ëþáîå èç âîçìîæíûõ r çíà÷åíèé äëÿ z1. Íà âòîðîì
ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü ëèøü r − 1 çíà÷åíèé, îòëè÷íûõ îò ñòîÿùåãî íà
ïåðâîì ìåñòå. Íà òðåòüåì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü ëèøü r − 2 çíà÷åíèÿ,
îòëè÷íûõ îò ïåðâûõ äâóõ. Äåéñòâóÿ òàê äàëåå ìû ñìîæåì ïîñòðîèòü
r(r− 1)(r− 2) · · · (r−m+ 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîñòîÿùèõ èç m ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
áóäåò ó÷òåíà â ýòîì ïðîöåññå. Ñëåäîâàòåëüíî, äîëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè zi áóäåò ðàâíà

µ =
r(r − 1)...(r −m+ 1)

rm
.

Äëÿ îöåíêè µ ñâåðõó ïåðåïèøåì

µ =
m−1∏
k=1

(
1− k

r

)
è lnµ =

m−1∑
k=1

ln(1− k

r
). (2.38)

Ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì x, 0 6 x < 1 cïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ln(1− x) 6 −x. (2.39)

Äëÿ åãî äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì íåïðåðûâíóþ íà ïðîìåæóòêå [0; 1)
ôóíêöèþ g(x) = x+ ln(1− x). Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ g′(x) = −x

1−x îòðèöà-
òåëüíà íà èíòåðâàëå (0; 1), òî g(x) óáûâàåò íà ìíîæåñòâå 0 6 x < 1, è,
çíà÷èò, íà ýòîì ìíîæåñòâå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.39).
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Âçÿâ x = k
r , íàõîäèì ln(1− k

r ) < −
k
r , 1 6 k < m è èç (2.38)

lnµ < −
m−1∑
k=1

k

r
= −m

2 −m
2r

< −(m− 1)2

2r
.

Âûáåðåì òåïåðüm = d
√

2r ln 2e+1. Òîãäà (m−1)2 = d
√

2r ln 2e2 > 2r ln 2
è lnµ < − ln 2. Òàê äîêàçàíî íåðàâåíñòâî µ < 1

2 . Çàìåòèì, ÷òî ïðè r > 5
âûïîëíÿåòñÿ m < r.

Åñëè óâåëè÷èòü êîíñòàíòó
√

2 ln 2 â îïðåäåëåíèè m, îöåíêà µ óìåíü-
øèòñÿ è, çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü íà íàáîð, èìåþùèé ïî êðàéíåé ìå-
ðå äâà ðàâíûõ ýëåìåíòà, ñòàíåò áîëüøå 1

2 . Íàïðèìåð, â ñëó÷àåm = d4
√
re

âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü íà âûáîðêó, èìåþùóþ 2 èëè áîëåå îäèíàêîâûõ ýëå-
ìåíòîâ, ïðåâîñõîäèò 0, 9996 . . . .

Âåðí¼ìñÿ òåïåðü ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (2.35) è âîçüì¼ì ïîñòîÿííóþ â
îïðåäåëåíèè m áîëüøóþ, ÷åì

√
2 ln 2. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ "õîðîøåãî" ìíîãî÷ëåíà f(x) è áûòü ìîæåò ïîñëå íåñêîëüêèõ ñëó-
÷àéíûõ âûáîðîâ ÷èñëà x1 ìû çà O(

√
p ln p) àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé

ñìîæåì íàéòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . , xm, èìåþùóþ äâà ðàâíûõ
÷èñëà. Äëèíû ïðåäïåðèîäà a è ïåðèîäà ` ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäî-
âëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó a+` 6M . Äåéñòâèòåëüíî, a åñòü íîìåð ïåðâîãî
èç äâóõ ðàâíûõ ÷èñåë, è a+` - íîìåð âòîðîãî èç íèõ ÷èñåë. Ýòî îáúÿñíÿåò
íàáëþäåíèå Ïîëëàðäà î äëèíå ïðåäïåðèîäà è ïåðèîäà ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè â ρ - ìåòîäå Ïîëëàðäà.

Êîíå÷íî, ýòî ðàññóæäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì, íî îíî äà-
åò ïðàâäîïîäîáíîå îáúÿñíåíèå, ïî÷åìó ρ � ìåòîä Ïîëëàðäà äîñòàòî÷íî
áûñòðî íà ïðàêòèêå íàõîäèò íåáîëüøèå ïðîñòûå äåëèòåëè ñîñòàâíûõ ÷è-
ñåë.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñêîðîñòü ðàáîòû ýòîãî àëãîðèòìà ìîæåò áûòü óâå-
ëè÷åíà, åñëè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (x2i − xi, N) âû÷èñëÿòü íå íà
êàæäîì øàãå. Íàïðèìåð, ìîæíî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè i = 0, d, 2d, . . .
âû÷èñëÿòü (

∏i+d
k=i+1(x2k − xk), N), âûáðàâ d íå î÷åíü áîëüøèì.

Òåïåðü ìû îáñóäèì àëãîðèòì, òàêæå îñíîâàííûé íà ïàðàäîêñå äíåé
ðîæäåíèÿ è ïîçâîëÿþùèé íàéòè êîëëèçèþ ó ëþáîé õåø-ôóíêöèè H(x).
Îí íîñèò âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð. Îáîçíà÷èì áóêâîé r êîëè÷åñòâî âñåõ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè H(x), ïîëîæèì òàêæå m = [

√
2r] + 1.

Íå òðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè r > 6 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî m < r.
Âûáåðåì ñëó÷àéíî ðàçëè÷íûå àðãóìåíòû x1, . . . , xm ôóíêöèè H(x) è âû-
÷èñëèì õåø-çíà÷åíèÿ

H(x1), . . . , H(xm). (2.40)
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Åñëè ñðåäè ýòèõ çíà÷åíèé åñòü îäèíàêîâûå, òî êîëëèçèÿ ïîñòðîåíà. Ïðè
âûáðàííîì m ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (m− 1)2 > d

√
2re2 > 2r è lnµ <

−1, òàê ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äîëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áåç îäèíàêî-
âûõ ýëåìåíòîâ íå ïðåâîñõîäèò e−1. Ïîýòîìó µ < e−1 = 0, 367..., è êîëè-
÷åñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ ðàçëè÷íûìè õåø-çíà÷åíèÿìè ñóùåñòâåííî
ìåíüøå ïîëîâèíû âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî åñëè
âñå çíà÷åíèÿ õåø-ôóíêöèè ðàâíîâåðîÿòíû, òî ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå
íàáîðà àðãóìåíòîâ x1, x2, . . . , xM âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü çíà÷åíèé, èìåþùóþ ðàâíûå ýëåìåíòû, ïðåâîñõîäèò 1 − e−1 > 1

2 .
Åñëè âñå ýëåìåíòû âûáðàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õåø-çíà÷åíèé îêà-
çàëèñü ðàçëè÷íûìè, ìîæíî âûáðàòü âòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Åñëè
îïÿòü íå ïîâåçëî, ìîæíî âûáðàòü òðåòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Âåðîÿò-
íîñòü âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ðàâíûìè ýëåìåíòàìè ïîñëå k øàãîâ
íå ìåíüøå 1−e−k. Ñ ðîñòîì k îíà î÷åíü áûñòðî ïðèáëèæàåòñÿ ê 1. Ê ñî-
æàëåíèþ, ýòîò ãàðàíòèðîâàííî ðàáîòàþùèé àëãîðèòì òðåáóåò ñëèøêîì
ìíîãî âðåìåíè. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå r = 2256 èìååìm = d

√
2re+1 > 2128.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 2128 õåø-çíà÷åíèé èìååò îãðîìíóþ äëèíó.

Ðàññìîòðèì åù¼ îäíó ñèòóàöèþ, êîòîðîàÿ ñîáñòâåííî è äàëà íàçâàíèå
êîðíåâîìó ïîíèæåíèþ îöåíêè ÷èñëà àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðåöèé ïðè íà-
õîæäåíèè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíûõ ýëåìåíòîâ. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî
ñòóäåí÷åñêàÿ ãðóïïà èëè ïðîñòî ãðóïïà çíàêîìûõ ñîáðàëàñü íà âå÷åðèí-
êó ïî êàêîìó-òî ïîâîäó. Â ãðóïïå 23 ÷åëîâåêà è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü,
êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ñðåäè ïðèãëàøåííûõ åñòü äâîå, äíè ðîæäåíèÿ
êîòîðûõ ïðèõîäÿòñÿ íà îäíó äàòó. Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ýòà
âåðîÿòíîñòü î÷åíü ìàëåíüêàÿ. Íî ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ ÷óòü ïîäðîáíåå.
Åñëè ãîä, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò ýòî ñîáûòèå íå âèñîêîñíûé, ò.å. ñîñòîèò
èç p = 365 äíåé, òî âåðîÿòíîñòü âûáðàòü 23 ðàçëè÷íûå äàòû èç 365 ðàâíà

µ =
22∏
k=1

(
1− k

365

)
= 0, 492703 . . . =

=
36997978566217959340182499134166757044383351847256064

75091883268515350125426207425223147563269805908203125
.

Ïîñëåäíåå çíà÷åíèå òî÷íîå. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ñëó÷àéíûé íàáîð èç
23 äàò íåâèñîêîñíîãî ãîäà ñ âåðîÿòíîñòüþ áîëüøåé 1

2 ñîäåðæèò äâå îäè-
íàêîâûõ äàòû.
Êîíåö âîñüìîé ëåêöèè.
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